
 

 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ 

ΤΑΞΗ: Γ΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΤΕΤΑΡΤΗ 19 ΑΠΡΙΛΙΟΥ 2017 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ: 

Θέμα 1ο  

A4.  1) Λ 

2) Λ 

3) Λ 

4) Σ 

5) Λ 

 

 

Θέμα 2ο  

Β1.  

i. 𝐷𝑓 = 𝐴 = (−∞,0) ∪ (0,3) ∪ (3,4] 

𝑓(𝐴) = (−∞, 3) ∪ {4} 

 

ii. α.   lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0 

β.   Το όριο της 𝑓 στο 𝑥0 = 0  δεν υπάρχει, γιατί  lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 3 ≠ lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = −∞ 

γ.    Το όριο της 𝑓 στο 𝑥0 = 2  δεν υπάρχει, γιατί  lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = 1 ≠ lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 2 

δ.    lim
𝑥→3

𝑓(𝑥) = 3 

ε.    lim
𝑥→4

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→4−

𝑓(𝑥) = 2 

στ.  lim
𝑥→−∞

1

𝑓(𝑥)
= +∞ (γιατί lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = 0 και 𝑓(𝑥) > 0 «κοντά» στο −∞)   

ζ.    lim
𝑥→0+

1

𝑓(𝑥)
= 0 

η.   Το όριο της 
1

𝑓(𝑥)
 στο 𝑥0 = 1  δεν υπάρχει, γιατί lim

𝑥→1−

1

𝑓(𝑥)
= −∞ (αφού lim

𝑥→1
𝑓(𝑥) = 0 και 

       𝑓(𝑥) < 0 𝛾𝜄𝛼  𝑥 < 1, "κοντά" στο 1) και lim
𝑥→1+

1

𝑓(𝑥)
= +∞ (αφού lim

𝑥→1
𝑓(𝑥) = 0 και 

       𝑓(𝑥) > 0 𝛾𝜄𝛼  𝑥 > 1, "κοντά" στο 1) δηλαδή, lim
𝑥→1−

1

𝑓(𝑥)
≠ lim
𝑥→1+

1

𝑓(𝑥)
 . 

 

iii. Σημείο ασυνέχειας της 𝑓 είναι το 𝑥0 = 2, γιατί ενώ 2 ∈ 𝐷𝑓  έχουμε                             

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = 1 ≠ lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 2, δηλαδή δεν υπάρχει το όριο της 𝑓 στο 𝑥0 = 2. 

 



 

iv.  

 Η ευθεία 𝑦 = 0 (άξονας x’x) είναι οριζόντια ασύμπωτη της 𝐶𝑓  στο −∞, γιατί lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0. 

 Η ευθεία 𝑥 = 0 (άξονας y’y) είναι κατακόρυφη ασύμπωτη της 𝐶𝑓 , αφού  

 lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = −∞. 

 

v. Η  𝑓  παρουσιάζει 

 τοπικό μέγιστο στο 𝑥 = −5, το 𝑓(−5) =
5

2
 

 τοπικό ελάχιστο στο 𝑥 = −1, το 𝑓(−1) = 0 

 ολικό μέγιστο στο 𝑥 = 2, το 𝑓(2) = 4 

 τοπικό ελάχιστο στο 𝑥 = 4, το 𝑓(4) = 2 

 

 

 

 

Β2.  

i. Πίνακας προσήμων 𝑓′(𝑥) και μονοτονίας 𝑓 

 

Η είναι συνεχής ως παραγωγίσιμη στο [−3,3].  

Για 𝑥 ∈ (−3,−2) ∪ (−2,0),  𝑓′(𝑥) > 0, άρα 𝑓 γνησίως αύξουσα στο [−3,0]. 

Για 𝑥 ∈ (0,3), 𝑓′(𝑥) < 0, άρα 𝑓 γνησίως φθίνουσα στο [0,3]. 

Η 𝑓 παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στα 𝑥 = −3, 𝑥 = 3 και μέγιστο στο 𝑥 = 0. 

 

Πίνακας μονοτονίας 𝑓’(𝑥) και κυρτότητας 𝑓 

 

 

 

 

 

 

Η 𝑓 είναι συνεχής ως παραγωγίσιμη στο [−3,3]. 

Για 𝑥 ∈ (−3,−2), 𝑥 ∈ (−1,1), η 𝑓′ είναι γνησίως φθίνουσα, άρα η 𝑓 είναι κοίλη στα 

[−3,−2], [−1,1]. 

Για 𝑥 ∈ (−2,−1), 𝑥 ∈ (1,3), η 𝑓′ είναι γνησίως αύξουσα, άρα η 𝑓 είναι κυρτή στα 

[−2,−1], [1,3]. 

 

x -3              −2                   0                  3 

f’(x) +  + − 

f(x) 
   

       Τ.Ε.                                      Ο.Μ.              Τ.Ε. 

 
 

x -3              −2                   -1                  1                3  

f’(x)      

f(x)     

                     Σ.Κ.                Σ.Κ.               Σ.Κ.  



 

Στα 𝑥 = −2, 𝑥 = −1, 𝑥 = 1 η 𝐶𝑓  έχει εφαπτομένη και εκατέρωθεν καθενός η 𝑓 αλλάζει 

κυρτότητα άρα για 𝑥 = −2, 𝑥 = −1, 𝑥 = 1 η 𝑓 έχει σημεία καμπής. 

 

ii. 𝐿1 = lim
ℎ→0

𝑓(−2+ℎ)−𝑓(−2)

ℎ
= 𝑓′(−2) = 0. 

𝐿2 = lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)+1

(𝑥−1)3
= lim
𝑥→1

[
1

(𝑥−1)2
∙
𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
] = −∞ ,  

γιατί lim
𝑥→1

1

(𝑥−1)2
= +∞ και lim

𝑥→1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= 𝑓′(1) = −1. 

 

 

 

Θέμα 3ο  

3𝑓(𝑥) + 𝑓3(𝑥) = 𝑥   1 

i. 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ⟹ 3𝑓(𝑥1) = 3𝑓(𝑥2) 

                                                                      
+
⇒ 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ⟹ 𝑓3(𝑥1) = 𝑓
3(𝑥2) 

 

3𝑓(𝑥1) + 𝑓
3(𝑥1) = 3𝑓(𝑥2) + 𝑓

3(𝑥2) ⟹ 𝑥1 = 𝑥2 άρα 𝑓: 1 − 1 άρα αντιστρέφεται. 

 

Θέτοντας 𝑓(𝑥) = 𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑓−1(y) έχουμε 3𝑦 + 𝑦3 = 𝑓−1(𝑦) ⟹ 𝑓−1(𝑥) = 3𝑥 + 𝑥3, 

x πραγματικός. 

 

ii. 1
𝑥=𝑥0
⇒   3𝑓(𝑥0) + 𝑓

3(𝑥0) = 𝑥0  2 

1 − 2 ⟹ 3𝑓(𝑥) − 3𝑓(𝑥0) + 𝑓
3(𝑥) − 𝑓3(𝑥0) = 𝑥 − 𝑥0 ⇔ 

3(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)) + (𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0))(𝑓
2(𝑥) + 𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥) + 𝑓

2(𝑥0)) = 𝑥 − 𝑥0 ⇔ 

(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0))(𝑓
2(𝑥) + 𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥) + 𝑓

2(𝑥0) + 3) = 𝑥 − 𝑥0 

 

Η παράσταση 𝑓2(𝑥) + 𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥) + 𝑓
2(𝑥0) + 3 είναι τριώνυμο με άγνωστο το 𝑓(𝑥) 

𝛥 = 𝑓2(𝑥0) − 4(𝑓
2(𝑥0) + 3) = −3𝑓

2(𝑥0) − 12 < 0 

Άρα 𝑓2(𝑥) + 𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥) + 𝑓
2(𝑥0) + 3 > 0 και μάλιστα 𝑓2(𝑥) + 𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥) + 𝑓

2(𝑥0) + 3 > 3 

Οπότε, 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) =
𝑥−𝑥0

𝑓2(𝑥)+𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥)+𝑓
2(𝑥0)+3 

3
⇒ 

 |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| = |
𝑥 − 𝑥0

𝑓2(𝑥) + 𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥) + 𝑓
2(𝑥0) + 3 

| ≤ |𝑥 − 𝑥0| ⟹ 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| ≤ |𝑥 − 𝑥0| ⟹ −|𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) ≤ |𝑥 − 𝑥0| 

lim
𝑥→𝑥0

−|𝑥 − 𝑥0| = lim
𝑥→𝑥0

|𝑥 − 𝑥0| = 0 συνεπώς από κριτήριο παρεμβολής 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) = 0 ⟹ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0), άρα 𝑓 συνεχής στο 𝑥0 και επειδή 𝑥0 τυχαίο, f 

συνεχής στο 𝑅. 

 

iii. 3   ⟹
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
=

1

𝑓2(𝑥)+𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥)+𝑓
2(𝑥0)+3

⟹ 



 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= lim
𝑥→𝑥0

1

𝑓2(𝑥) + 𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥) + 𝑓
2(𝑥0) + 3

=
1

3𝑓2(𝑥0) + 3
∈ 𝑅 

Άρα 𝑓  παραγωγίσιμη στο 𝑥0  με 𝑓′(𝑥0) =
1

3𝑓2(𝑥0)+3
> 0  και επομένως 𝑓 ↑. 

 

iv. 𝐸 = ∫ |𝑓(𝑥)|
4

0
𝑑𝑥 

Θέτω  𝑥 = 𝑓−1(𝑦) ⟹ (𝑥)′𝑑𝑥 = (𝑓−1(𝑦))′𝑑𝑦 ⟹ 𝑑𝑥 = (𝑓−1(𝑦))′𝑑𝑦 

Όταν 𝑥 = 0 ⟹ 𝑓−1(𝑦) = 0 ⟹ 𝑦3 + 3𝑦 = 0 ⟹ 𝑦 = 0 

Όταν 𝑥 = 4 ⟹ 𝑓−1(𝑦) = 4 ⟹ 𝑦3 + 3𝑦 = 4 ⟹ 𝑦 = 1 

 

Οπότε  𝐸 = ∫ |𝑓(𝑓−1(𝑦))|
1

0
(𝑓−1(𝑦))′𝑑𝑦 = ∫ |𝑦|

1

0
(3𝑦2 + 3)𝑑𝑦 = ∫ 𝑦

1

0
(3𝑦2 + 3)𝑑𝑦 = 

                  = ∫ 3𝑦3 + 3𝑦 𝑑𝑦 = [
3𝑦4

4
+
3𝑦2

2
]
0

1

=
3

4
+
3

2
=
9

4
𝜏. 𝜇.

1

0

 

 

v. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)−𝑥

𝑓(𝑥)+𝑥
 

Θέτω 𝑓(𝑥) = 𝑦 ⟹ 𝑥 = 𝑓−1(𝑦), lim
𝑥→+∞

𝑦 = lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞, γιατί f συνεχής και γνησίως 

αύξουσα στο R, οπότε  

𝑓(𝑅) = ( lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)) και 𝑓(𝑅) = πεδίο ορισμού της  𝑓−1 = (−∞,+∞). 

Άρα lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)−𝑥

𝑓(𝑥)+𝑥
= lim
𝑦→+∞

𝑓(𝑓−1(𝑦))−𝑓−1(𝑦)

𝑓(𝑓−1(𝑦))+𝑓−1(𝑦)
= lim
𝑦→+∞

𝑦−(𝑦3+3𝑦)

𝑦+𝑦3+3𝑦
= lim
𝑦→+∞

−𝑦3

𝑦3
= −1. 

Θέμα 4ο  

i. Η 𝑓 είναι συνεχής στο (0, +∞) και 𝑓(𝑥) ≠ 0 στο (0, +∞) 

Άρα, η 𝑓 διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (0,+∞) και επειδή 𝑓(1) = 1 > 0,  

έχουμε 𝑓(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 > 0. 

𝑓′(𝑥) = (2𝑥 +
1

𝑥
)𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)>0
⇔     

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
= 2𝑥 +

1

𝑥
 ⇔ (ln(𝑓(𝑥)))

′
= (𝑥2 + 𝑙𝑛𝑥)′  

Άρα, για κάθε 𝑥 ∈ (0,+∞)  ln 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + ln 𝑥 + 𝑐
 𝑥=1
⇒  ln𝑓(1) = 1 + ln1 + 𝑐 ⇔ 𝑐 = −1 , 

οπότε, ln 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + ln𝑥 − 1 ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥
2−1+ln𝑥 ⇔ 𝑓(𝑥) =𝑒𝑥

2−1 ∙ 𝑒ln𝑥 ⇔          

             𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥
2−1, 𝑥 > 0  .  

Η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥 = 0, επομένως,   

  lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) =   lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑥𝑒𝑥
2−1 = 0𝑒−1 = 0 = 𝑓(0) 

Άρα, ο τύπος της 𝑓 είναι 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥
2−1, 𝑥 ≥ 0 . 

        

ii. 𝑓′(𝑥) = (2𝑥 +
1

𝑥
)𝑓(𝑥) > 0  για κάθε 𝑥 > 0, αφού 2𝑥 +

1

𝑥
> 0 και  𝑓(𝑥) > 0 από το (i) και 

𝑓  συνεχής στο [0, +∞), άρα η 𝑓 ↑ στο [0, +∞) . 

 

iii. Έχουμε 𝑓(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥𝑒𝑥
2−1 = 0 ⇔ 𝑥 = 0,  αφού 𝑒𝑥

2−1 > 0 και η 𝑓  είναι συνεχής στο [0,1]. 

Άρα 𝛦(𝛺) = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

2

1

0

1

0 ∫ 2𝑥𝑒𝑥
2−11

0
𝑑𝑥 =

1

2
 ∫ (𝑥2 − 1)′𝑒𝑥

2−1𝑑𝑥 
1

0
               

                     =
1

2
∫ (𝑒𝑥

2−1)
′
𝑑𝑥 =

1

2

1

0
[𝑒𝑥

2−1] 1
0
=
1

2
(1 −

1

𝑒
) =

𝑒−1

2𝑒
    τετραγωνικές μονάδες. 

 



 

iv. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

ln𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥𝑒𝑥
2−1

ln 𝑥
=
+∞

+∞ lim
𝑥→+∞

(𝑥𝑒𝑥
2−1)′

(ln𝑥)′
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥
2−1+2𝑥2𝑒𝑥

2−1

1

𝑥

 

                   = lim
𝑥→+∞

𝑥(𝑒𝑥
2−1 + 2𝑥2𝑒𝑥

2−1) = lim
𝑥→+∞

(2𝑥3 + 𝑥)𝑒𝑥
2−1 

                  = (+∞)(+∞) = +∞ 

 

v. Η 𝑓 ↑ στο [0, +∞) άρα 

0 ≤ 𝑥 ≤ 1
 𝑓↑
⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(1)

 
⇒∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 < ∫ 𝑓(1)𝑑𝑥 = 𝑓(1)

1

0

1

0
            (f(x) = f(1) 𝜇ό𝜈𝜊 𝛾𝜄𝛼 𝑥 = 1) 

1 ≤ 𝑥 ≤ 2
 𝑓↑
⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(2)

 
⇒∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 < ∫ 𝑓(2)𝑑𝑥 = 𝑓(2)

2

1

2

1

          (f(x) = f(2) 𝜇ό𝜈𝜊 𝛾𝜄𝛼 𝑥 = 2) 

         .                          .                                       . 

         .                          .                                       . 

         .                          .                                       . 

2016 ≤ 𝑥 ≤ 2017
 𝑓↑
⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(2017)

 
⇒∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 < ∫ 𝑓(2017)𝑑𝑥 = 𝑓(2017)

2017

2016

2017

2016
      

 

(f(x) = f(2017) 𝜇ό𝜈𝜊 𝛾𝜄𝛼 𝑥 = 2017) 

 

Προσθέτουμε κατά μέλη 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

1

+⋯+
1

0

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 < 𝑓(1) + 𝑓(2) + ⋯+ 𝑓(2017)
2017

2016

 

 

Άρα,   

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 < 𝑓(1) + 𝑓(2) + ⋯+ 𝑓(2017)
2017

0

 

 

vi. Η 𝐹 είναι παράγουσα της 𝑓 στο [0,+∞) οπότε ισχύει 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ [0,+∞). 

Το ζητούμενο γράφεται  
𝐹(𝑥+1)−𝐹(𝑥)

𝑥+1−𝑥
<
𝐹(𝑥+2)−𝐹(𝑥+1)

𝑥+2−𝑥−1
 

 

Η 𝐹 είναι συνεχής, ως παραγωγίσιμη, στα [𝑥, 𝑥 + 1], [𝑥 + 1, 𝑥 + 2], 𝑥 ≥ 0. 

Η 𝐹 είναι παραγωγίσιμη, στα (𝑥, 𝑥 + 1), (𝑥 + 1, 𝑥 + 2). 

Από Θεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχουν 𝜉1 ∈ (𝑥, 𝑥 + 1), 𝜉2 ∈ (𝑥 + 1, 𝑥 + 2) τέτοια ώστε  

𝐹′(𝜉1) =
𝐹(𝑥+1)−𝐹(𝑥)

(𝑥+1)−𝑥
 , 𝐹′(𝜉2) =

𝐹(𝑥+2)−𝐹(𝑥+1)

(𝑥+2)−(𝑥+1)
 

Έχουμε 𝑥 < 𝜉1 < 𝑥 + 1 < 𝜉2 < 𝑥 + 2  και 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) γνησίως αύξουσα στο [0, +∞)  

(ερώτημα ii) oπότε:  

𝜉1 < 𝜉2⟹ 𝐹′(𝜉1) < 𝐹
′(𝜉2) ⟹

𝐹(𝑥 + 1) − 𝐹(𝑥)

(𝑥 + 1) − 𝑥
<
𝐹(𝑥 + 2) − 𝐹(𝑥 + 1)

(𝑥 + 2) − (𝑥 + 1)
⟹ 

               ⟹𝐹(𝑥 + 1) − 𝐹(𝑥) < 𝐹(𝑥 + 2) − 𝐹(𝑥 + 1) ⟹ 2𝐹(𝑥 + 1) < 𝐹(𝑥 + 2) + 𝐹(𝑥). 


