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Θέμα Α : 
 
Α1. Σελίδα 31 σχολικό βιβλίο 

Α2. Αν το όριο 
0 0

h 0

f (x h) f (x )lim
h→

+ −

υπάρχει και είναι πραγματικός αριθμός, τότε λέμε ότι η f είναι 
παραγωγίσιμη στο σημείο x0 του πεδίου ορισμού της. 

Α3. Εάν σε κάθε τιμή 1 2, ,....x x xν δώσουμε διαφορετική βαρύτητα, που εκφράζεται με τους λεγόμενους 

συντελεστές στάθμισης (βαρύτητας) 1 2, ,....w w wν , τότε ο σταθμικός μέσος βρίσκεται από τον τύπο: 
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Θέμα Β: 
 
Β1.  Έχουμε: ( ) ( )23 1 8 6 1 0x x x− ⋅ − + = ⇔ 3x – 1 = 0 ή  8x2 – 6x + 1 = 0  

 1
3

x⇔ =  ή Δ = 36 – 32 = 4 Άρα  

Γνωρίζουμε ότι ισχύει Α∩Β⊆ Α ⊆ Α∪Β  και   

Άρα  1 1( ) , ( )
3 4

P A P A B= ∩ =  και 1( )
2

P A B∪ =  

Β2. Έχουμε:  1 1 1( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )
3 2 6

′ ′ ′ ′ ′Ρ Α −Β = Ρ Α −Ρ Α ∩Β = −Ρ Α − + Ρ Α∪Β = − + =  

 Και  ( ) 1 3( ) 1 ( ) 1
4 4

 ′Ρ ∆ = Ρ Α∩Β = −Ρ Α∩Β = − =  
 

Β3. Έχουμε:   

 
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 4 4

Ρ Ε = Ρ Α−Β ∪ Β−Α = Ρ Α−Β +Ρ Β−Α =  

Ρ Α −Ρ Α∩Β +Ρ Β −Ρ Α∩Β = Ρ Α∪Β −Ρ Α∩Β = − =
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Β4. Λύνουμε την εξίσωση:  9x2 - 3x – 2 = 0 
 Δ = 9 + 72 = 81 

  

 Εφόσον   απορρίπτεται η ρίζα  

 Οπότε  

 Υπολογίζουμε και το Ρ(Β) από τον προσθετικό νόμο και έχουμε: 

 1 1 1 5( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 4 12

Ρ Α∪Β = Ρ Α +Ρ Β −Ρ Α∩Β ⇔ = +Ρ Β − ⇔ Ρ Β =  

Έστω τα ενδεχόμενα Β, Γ ότι είναι ασυμβίβαστα, άρα θα ισχύει ο απλός προσθετικός νόμος, 
δηλαδή: 

5 2 13( ) ( ) ( ) 1
12 3 12

Ρ Β∪Γ = Ρ Β +Ρ Γ = + = >   άτοπο 

Άρα τα ενδεχόμενα Β, Γ δεν είναι ασυμβίβαστα 
 
 
Θέμα 3ο : 
 
Γ1.   Οι παρατηρήσεις που είναι μικρότερες του 10 ανήκουν στην πρώτη κλάση. Άρα 𝑓1% = 10. 
         Οι παρατηρήσεις που είναι μεγαλύτερες ή ίσες του 16 ανήκουν στην πέμπτη κλάση . 
        Άρα 𝑓5% = 30. 
        Έστω 𝛼3 η γωνία της τρίτης κλάσης στο κυκλικό διάγραμμα. Ισχύει : 𝜈3

𝜈
= 𝛼3

360
 → 𝑓3 = 108

360
 

       ή   𝑓3 = 0.3  ή  𝑓3% = 0.3 ∙ 100 = 30%. 
 
      Για τις σχετικές επί τοις εκατό συχνότητες ισχύει ότι : 𝑓1% + 𝑓2% + 𝑓3% + 𝑓4% + 𝑓5% = 100 
                                                                                             10 + 𝑓2% + 30 + 𝑓4% + 30 = 100 
                                                                                            𝑓2% + 𝑓4% = 30  (σχέση I) 
 
    Επίσης  𝑥̅ = 𝑥1 ∙ 𝑓1 + 𝑥2 ∙ 𝑓2 + 𝑥3 ∙ 𝑓3 + 𝑥4 ∙ 𝑓4 + 𝑥5 ∙ 𝑓5   
                 100 ∙ 𝑥̅ = 𝑥1 ∙ 𝑓1 ∙ 100 + 𝑥2 ∙ 𝑓2 ∙ 100 + 𝑥3 ∙ 𝑓3 ∙ 100 + 𝑥4 ∙ 𝑓4 ∙ 100 + 𝑥5 ∙ 𝑓5 ∙ 100 
                 100 ∙ 14 = 9 ∙ 10 + 11 ∙ 𝑓2% + 13 ∙ 30 + 15 ∙ 𝑓4% + 17 ∙ 30 
                 11𝑓2% + 15𝑓4% = 410  (σχέση II) 
        
      Από σχέση I και II  προκύπτει ότι : 𝑓2% = 10   και  𝑓4% = 20.   
Γ2. 𝑠2 = (𝑥1−14)2𝑣1+⋯.(𝑥5−14)2𝜈5

𝜈
=25 ∙ 𝑓1 + 9 ∙ 𝑓2 + ⋯ 9 ∙ 𝑓5 = 2.5 + 0.9 + 0.3 + 0.2 + 2.7 = 6.6 

    
   Άρα  𝑠 = √𝑠2 = √6.6 = 2.57.     𝐶𝑉 = 𝑠

𝑥̅
= 2.57

14
= 0.18  ή 18%>10%. Άρα το δείγμα είναι ανομοιογενές.  
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Γ3.   𝑥̅ = ∑ 𝑥𝑖𝜈𝑖+𝑥5𝜈54
1

𝜈
       

        14 = 1780
𝜈

+ 𝑥5 ∙ 𝑓5 

      1780
𝜈

= 14 − 5.1 

     1780
𝜈

= 8.9   ή   𝜈 = 1780
8.9

= 200  το μέγεθος του δείγματος. 
          
Γ4.   
      Μέση τιμή:  𝑎� = 𝑎1+..𝑎5

5
  ή  𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ .𝑎5 = 5𝑎� . (σχέση 1) 

    𝛽̅ = 𝛽1+⋯..𝛽5
5

= 𝛼1−𝛼�+⋯…𝛼5−𝛼�
5

=𝛼1+𝛼2+𝛼3+𝛼4+𝛼5−5𝛼�
5

= 0  (από σχέση 1) 
 
 
  Διακύμανση και Τυπική απόκλιση : 

 𝑠𝛣2 = (𝛽1−0)2+⋯.(𝛽5−0)2

5
= 𝛽1

2+⋯.𝛽5
2

5
= (𝛼1−𝛼�)2+⋯.(𝛼5−𝛼�)2

5∙𝑠𝑎2
= 𝑠𝑎2

𝑠𝑎2
= 1 

 
 

 Άρα 𝑠𝛽 = �𝑠𝛽2 = √1 = 1. 

 
 
Θέμα Δ : 
 
Δ1. Φέρνοντας ΟΖ κάθετη στην ΑΒ δημιουργείται ορθογώνιο τρίγωνο ΟΖΒ και με χρήση του Πυθαγορείου 

Θεωρήματος έχουμε 
2 2 2

2 2 2 2 2 100 100  25    
4 4 2
x x x− −

ΟΒ = ΖΒ + ΟΖ ⇒ = + ΟΖ ⇒ ΟΖ = ⇒ ΟΖ =  

Και επειδή ΟΖ = 
2

A∆  συμπεραίνουμε ότι ΑΔ = 2100 x− . 

Οπότε Ε(x) = f(x) = ΑΒ*ΑΔ = x 2100 x−  
Δ2. 

2

2
2 2

2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

( ) 100
( 2 )( ) 100 100

2 100 100

( ) 0 100 0 100 100 100
100 100

2 100 50 50 5 2

f x x x
x xf΄ x x x x

x x
x xf΄ x x x x x x x

x x
x x x x

= −

−
= − + = − −

− −

= ⇒ − − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒
− −

= ⇒ = ⇒ = ± ⇒ = ±

  

Και επειδή x > 0, 5 2x =  
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

( ) 0 100 0 100 100 100
100 100

2 100 50 50 5 2

x xf΄ x x x x x x x
x x

x x x x

> ⇒ − − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒
− −

< ⇒ < ⇒ < ⇒ <
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x 0                                           5 2                                  +∞  
f ΄                       +                 - 
f   

 
Άρα το εμβαδόν γίνεται μέγιστο για 5 2x =  όπου το ορθογώνιο γίνεται τετράγωνο με πλευρές μήκους 
5 2 . 
 
Δ3. 

'

0 0

98
(1 ) 99 (1 ) (1) (1) 1 9999lim lim

98 98 98 98 9999x x

f x f x f f
x x→ →

+ − + −
= = = = =  

 
Δ4. 
 
0 ( ) 1P A B< − <  (1) 
0<P(A)<1 (2) 
(1) ⇒ 02 < 𝑃(𝐴 − 𝐵)2 < 12

∗(−1)
���� − 1 < 𝑃(𝐴 − 𝐵)2 < 0

+100
���� 99 <100-𝑃(𝐴 − 𝐵)2<100 

⇒√99 < �100 − 𝑃(𝐴 − 𝐵)2 < √100 ⇒ 1
10

< 1
�100−𝑃(𝐴−𝐵)2

< 1
√99

∗(2)
��� 0 < 𝑃(𝐴)

�100−𝑃(𝐴−𝐵)2
< 1

√99
<5√2 

Ομοίως αποδεικνύεται και το άλλο μέλος της f  ότι είμαστε στο διάστημα (0 , 5 2 ) που η f είναι γνησίως 
αύξουσα οπότε μπορούμε να την διώξουμε χωρίς να αλλάζει η φορά. 

2 2 2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
100 ( ) 100 ( ) 100 ( ) 100 ( )

( ) 100 ( ) ( ) 100 ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )

P A B P A P A B P Af f
P A P A B P A P A B

P A B P A B P A P A f P A B f P A P A B P A

− −
≤ ⇒ ≤ ⇒

− − − − − −

− − − ≤ − ⇒ − ≤ ⇒ − ≤

 

που ισχύει αφού A B A− ⊆ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Επιμέλεια: Κατούδης Γιώργος, Κουντούπης Ηλίας, Λουκάς Θάνος 
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