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Α.4. ( Σ – Λ – Λ – Σ – Σ )  

Θέμα Β  

Β.1  

i. |𝑧 + 16| = 4|𝑧 + 1| ⇔ |𝑧 + 16|2 = 16|𝑧 + 1|2 ⇔

.… . .⇔ |𝑧| = 4 

Άρα οι εικόνες του z ανήκουν σε κύκλο με κέντρο Κ(0,0) 

και ακτίνα ρ = 4 με εξίσωση 𝑥2 + 𝑦2 = 16 

ii. Θέτω w = x+yi 

|𝑤 + 2 − 4𝑖| = |𝑤 + 4 − 6𝑖| ⇔ |𝑤 + 2 − 4𝑖|2

= |𝑤 + 4 − 6𝑖|2 ⇔.… . .

⇔ 2𝑤 + 2𝑖𝑤 + 2�̅� − 2𝑖�̅� + 32 = 0

⇔ 2 ∙ 2𝑅𝑒(𝑧) + 2𝑖 ∙ 2𝐼𝑚(𝑧)𝑖 + 32 = 0

⇔ 4𝑥 − 4𝑦 + 32 = 0 ⇔  

𝑦 = 𝑥 + 8 

Ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w είναι η 

μεσοκάθετος (𝜀) του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ με άκρα 

Α(−2,4) και Β(−4,6) και εξίσωση  

𝜀: 𝑦 = 𝑥 + 8 

iii. Η απόσταση της ευθείας ε από την αρχή Ο των αξόνων 

είναι:  

𝑑(𝜀, 𝛰) =
|𝛢𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝛤|

√𝛢2 + 𝛣2
=
|8|

√2
= 4√2 

Όπου 𝑥0 = 0 , 𝑦0 = 0 , 𝐴 = 1 , 𝐵 = −1 , 𝛤 = 8 

𝑚𝑖𝑛|𝑤 − 𝑧| = 𝑑(𝜀, 𝛰) − 𝜌 = 4(√2 − 1) 

 

 



Β.2. 

i. |1 − 𝑧̅𝑤|2 = (1 − 𝑧̅𝑤)(1 − 𝑧�̅�) = 1 − 𝑧�̅� − 𝑧̅𝑤 +
|𝑧|2|𝑤|2 

|𝑧 − 𝑤|2 = (𝑧 − 𝑤)(𝑧̅ − �̅�) = |𝑧|2 − 𝑧�̅� − 𝑤𝑧̅ + |𝑤|2 

Αφαιρώντας κατά μέλη έχουμε: 

|1 − 𝑧̅𝑤|2 − |𝑧 − 𝑤|2 = 1 + |𝑧|2|𝑤|2 − |𝑧|2 − |𝑤|2 =.… .=
(1 − |𝑧|2)(1 − |𝑤|2)   (1) 

ii. Στη σχέση (1)  θέτουμε 𝑧 = 𝑤 𝜅𝛼𝜄 𝑧0 = 𝑧  Επομένως : 

|𝑧| = 1 ⟺ (1 − |𝑧0|
2)(1 − |𝑧|2) = 0

⟺ |1 − 𝑧0̅𝑧|
2 − |𝑧0 − 𝑧|

2 = 0⟺ 

|1 − 𝑧0̅𝑧|
2 = |𝑧 − 𝑧0|

2⟺ |
𝑧 − 𝑧0
1 − 𝑧0̅𝑧

| = 1 

 

ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ.1  

Για κάθε x∈ℝ έχουμε:  

𝑓΄(𝑥) = 2𝑥(𝑓(𝑥) + 𝑥) − 1 ⇔ 

𝑓΄(𝑥) = 2𝑥𝑓(𝑥) + 2𝑥2 − 1 ⇔ 

𝑓΄(𝑥) − 2𝑥𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 1
∙𝑒−𝑥

2

⇔   

𝑒−𝑥
2
𝑓΄(𝑥) + 𝑒−𝑥

2
(−2𝑥)𝑓(𝑥) = 2𝑥2𝑒−𝑥

2
− 𝑒−𝑥

2
⇔ 

(𝑒−𝑥
2
𝑓(𝑥)) ΄ = (−𝑥𝑒−𝑥

2
)΄ 

Άρα 𝑓(𝑥)𝑒−𝑥
2
= −𝑥 ∙ 𝑒−𝑥

2
+ 𝑐 

Όμως 𝑓(0) − 1 = 0 ⟺ 𝑓(0) = 1 

Επομένως 𝑓(0)𝑒0 = −0𝑒0 + 𝑐 ⟺ 𝑐 = 1 



Άρα 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 𝑒𝑥
2
 

 

Γ.2  

Η f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη στο ℝ με 𝑓΄(𝑥) = 2𝑥𝑒𝑥
2
− 1 

και 𝑓΄΄(𝑥) = 2𝑒𝑥
2
+ 4𝑥2𝑒𝑥

2
= 2(2𝑥2 + 1)𝑒𝑥

2
 

Όμως 𝑓΄΄(𝑥) > 0 για κάθε x∈ℝ επομένως η f είναι κυρτή στο 

ℝ. 

Γ.3 

Είναι 𝑓(1) = 𝑒 − 1  και 𝑓΄(1) = 2𝑒 − 1 

Η εξίσωση της εφαπτομένης της 𝐶𝑓 στο σημείο με τετμημένη 

𝑥0 = 1 είναι: 𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓΄(1)(𝑥 − 1) ⟺ 

𝑦 − (𝑒 − 1) = (2𝑒 − 1)(𝑥 − 1) ⇔ 

𝑦 = (2𝑒 − 1)𝑥 − 𝑒 

Επειδή η συνάρτηση f είναι κυρτή στο ℝ η εφαπτομένη της 𝐶𝑓 

στο σημείο με τετμημένη 𝑥0 = 1 βρίσκεται κάτω από την 𝐶𝑓.  

Άρα για κάθε x∈ℝ ισχύει : 𝑓(𝑥) ≥ (2𝑒 − 1)𝑥 − 𝑒 ⟺ 

𝑒𝑥
2
− 𝑥 ≥ 2𝑒𝑥 − 𝑥 − 𝑒 ⟺ 

𝑒𝑥
2
≥ (2𝑥 − 1)𝑒 ⟺ 

𝑒𝑥
2

𝑒
≥ 2𝑥 − 1 ⟺ 

𝑒𝑥
2−1 − 2𝑥 + 1 ≥ 0 

Γ.4 

Στο διάστημα (0, +∞) έχουμε: 

 𝑒𝑥
4
=
𝑒𝑥
2

𝑥
⟺ 



𝑒𝑥
4

𝑒𝑥
2 =

1

𝑥
⟺ 

𝑒𝑥
4

𝑒𝑥
2 =

𝑥

𝑥2
⟺ 

𝑥2𝑒𝑥
4
= 𝑥𝑒𝑥

2
⟺ 

2𝑥2𝑒𝑥
4
= 2𝑥𝑒𝑥

2
⟺ 

2𝑥2𝑒𝑥
4
− 1 = 2𝑥𝑒𝑥

2
− 1 ⟺ 

𝑓΄(𝑥2) = 𝑓΄(𝑥) 

Η συνάρτηση f΄ είναι γνησίως αύξουσα ( αφού f΄΄ > 0) άρα και  

1- 1  τότε θα έχουμε:  
𝑓΄(𝑥2) = 𝑓΄(𝑥) ⟺ 

𝑥2 = 𝑥 ⟺ 

𝑥 = 0 ή  𝑥 = 1 

                              Απορρίπτεται     Δεκτή  (διότι x > 0) 

Γ.5. 

Είναι g(x)= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑥

0

0

2−𝑥

𝑥

2−𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
2−𝑥

0

𝑥

0
 

Η g είναι δυο φορές παραγωγίσιμη ως διαφορά συναρτήσεων 

που είναι δυο φορές παραγωγίσιμες με  

𝑔΄(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(2 − 𝑥)(2 − 𝑥)΄ ⟺ 

𝑔΄(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(2 − 𝑥) 

Η g΄ είναι παραγωγίσιμη (σύνθεση και άθροισμα 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων) με  

𝑔΄΄(𝑥) = 𝑓΄(𝑥) − 𝑓΄(2 − 𝑥) 

Είναι 𝑔΄΄(𝑥) > 0 ⟺ 𝑓΄(𝑥) > 𝑓΄(2 − 𝑥)
𝑓 ↗
⇔ 𝑥 > 2 − 𝑥 ⟺ 𝑥 > 1 



και  𝑔΄΄(𝑥) < 0 ⟺ 𝑥 < 1 

και 𝑔΄΄(𝑥) = 0 ⟺ 𝑥 = 1 

Άρα η συνάρτηση g είναι κοίλη στο (−∞, 1] 

και κυρτή στο  [1, +∞) και παρουσιάζει καμπή στο σημείο με 

τετμημένη 𝑥0 = 1 Δηλαδή στο 𝛭(1, 𝑔(1)) με 

 𝑔(1) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0
1

1
  άρα 𝛭(1,0) 

Δ1. Έχουμε:    
1 1

0 0

x f xt dt xf xt dt  .  

Θέτουμε xt   άρα xdt d  

Για 0t   είναι 0   

Για 1t   είναι x   

Οπότε    
1

0 0

x

x f xt dt f d    

 

Επίσης:    
0

2

x

u xe x u f x u du      

Θέτουμε x u    άρα du d   

Για 0u   είναι x   

Για u x  είναι 0   

Οπότε 

      
0 0

2 2

x x

u xe x u f x u du e f d             

Συνεπώς, 

       
1

0 0

2

x

u xxf x x f xt dt e x u f x u du          



      
0 0

2

x x

xf x f d e f d          

    
0 0

2

x x

f d e f d    

    
     

   
   

       2 xf x xf x f x e xf x      

     2 2 xxf x f x e xf x     

 

Δ2. Είναι      2 2 xxf x f x e xf x      

      2 2

xxe
xxf x f x xf x e


      

      2 22 2x x xx e f x xe f x x e f x x      

     2 2xx e f x x
 
 , επομένως από συνέπειες Θ.Μ.Τ.  

 2 2xx e f x x c   

Για 0x  ,  00 0 0 0e f c c       

Οπότε  2 2xx e f x x  

Για 0x  , 2x   2xe f x x    1x xe f x f x e     

Αφού η f  είναι παραγωγίσιμη, τότε είναι και συνεχής, 

άρα    
0 0

0 lim lim 1x

x x
f f x e

 
    

Συνεπώς  
, 0

1 , 0

xe x
f x

x

 
 


 

 



Δ3. 
 

lim lim lim 0
x

xx x x

g x e x x

x x e x

 




  
     , διότι: 

 
1 1 1

x xx x x

x x

e x e xe x e x e x

 
      

 

1
lim 0

1
lim 0

xx

xx

xe

xe






 


    

  

και κριτήριο παρεμβολής: lim 0
xx

x

e x




  

 

    
0

lim lim lim 0x

xx x x

x
g x x e x

e

 
  




  
      , 

αφού 
1 1 1

x xx x x

x x

e ee e e

 
      

1
lim 0

1
lim 0

xx

xx

e

e






 


    

  

 και κριτήριο παρεμβολής: lim 0
xx

x

e




  

 

Η ευθεία 0y   είναι οριζόντια ασύμπτωτη της gC  στο   

 

Δ4. Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  με   xf x e    

Η f   είναι παραγωγίσιμη στο  με   0xf x e   , άρα 

η f   είναι γνησίως αύξουσα στο  

 

Η f  είναι συνεχής στο ,
2

 


 
 
 

 



Η f  είναι παραγωγίσιμη στο ,
2

 


 
 
 

 

Ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. άρα υπάρχει ένα  

τουλάχιστον 1 ,
2

x
 


 

 
 

 τέτοιο, ώστε 

 
   

1

2
22

2

f ff f

f x

  


   

     
     

      
 



 

 

Η f  είναι συνεχής στο ,
2

 


 
 
 

 

Η f  είναι παραγωγίσιμη στο ,
2

 


 
 
 

 

Ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. άρα υπάρχει ένα  

τουλάχιστον 2 ,
2

x
 


 

 
 

 τέτοιο, ώστε 

 
   

2

2
22

2

f ff f

f x

  


   

     
     

      
 



 

 

Για    1 2 1 2x x f x f x      

 2
2

f f
 



 

   
   

  



 2
2

f f
 



 

   
    

  



  



   
2 2

f f f f
   

 
    

      
   

 

   
   

2
2 2 2

f f
f f f f

    
 

    
       

   

2 ln
2 2 2

e e e e
e

          
   

      

1

ln ln
2 2 2 2

e e e e      


       
     

 
 

2
ln

2 e e 

 
 





 

 

 

Δ5. Έχουμε 

1/ 2

1/

ln
e

xdx  

Θέτουμε 
22ln lnx x x e           

2

2dx e d    

Για 1/x e  είναι 1   

Για 1/ 2x   είναι ln2   

Συνεπώς:  
1/ 2 ln2

2

1/ 1

ln
e

xdx f x dx     

 
2 2

ln 2 ln2

1 1

2 e d e d            

 
2 2 2

ln 2
ln2

1
1

ln 2 1

2
e e d e

e

                 
 

  

 



        

 


